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ren) wird durch die Funktionen |n’) =@, schon in
guter Ndherung erreicht. Fiir die Matrixelemente ergibt
sich durch Entwickeln der S

— 17
( Sn‘«nnSn1 )=1+ 9 A(Z')

~1-0,03 fiir NaCl.

5
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Der durch unsere spezielle Wahl der Funktionen |n’)
entstehende Fehler kann somit maximal 0,03 W’ be-
tragen. W' ist fiir ein weit ausgedehntes Wanniersches
Exziton etwa gleich der halben Summe der Bandbreiten
von Valenz- und Leitungsband und fiir ein wenig aus-
gedehntes Exziton wesentlich geringer. 0,03 W kann
gegen V (n) vernachlissigt werden.
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II1. Atomistische Formulierung des HamrLToN-Operators und statische Elektron-Gitter-Kopplung
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Aus dem Institut fiir theoretische und angewandte Physik der Technischen Hochschule Stuttgart
(Z. Naturforschg. 16 a, 410—426 [1961] ; eingegangen am 11. November 1960)

Die in den beiden vorangehenden Untersuchungen! kontinuumstheoretisch beschriebene Elek-
tron — Gitter-Statik wird hier auf streng atomistischer Basis formuliert und dabei die ,effektive*
Masse des Storstellenelektrons ausgeschieden. Die Wirkung eines Gitterions wird als Uberlagerung
von Punktladung und Polarisationsdipol erfafit. Die Ionenpolarisation folgt der Bewegung des Stor-
stellenelektrons momentan; da dessen Feld eine Singularitat besitzt, wird eine Modifikation des
(sonst linearen) Polarisationsgesetzes erzwungen. Der Hamittron-Operator — insbesondere der auf
statisches Gleichgewicht reduzierte — wird explizit angegeben. Mit einer einfachen, einparametrigen
Wellenfunktion, die der Uberlagerung von zentraler und gitterperiodischer Symmetrie im Hamrrtox-
Operator addquat ist, wird der Grundzustand des F-Zentrums bei KBr zu —1.5 eV berechnet.

In zwei vorangehenden Arbeiten ! wurde der Ver-
such unternommen, eine Theorie des F-Zentrums
aufzubauen, die die dynamische Kopplung zwischen
Gitter und Storstellenelektron (,,dynamische Elek-
tron—Gitter-Kopplung®) in moglichst guter Anpas-
sung an die physikalische Realitat beschreibt, hinaus-
gehend iber die formale Beschreibungsweise der bis-
herigen Untersuchungen 2, deren entgegengesetzt ex-
treme Ausgangspositionen zu tberbriicken sind.

Da in den Teilen I und II das Interesse auf dem
dynamischen Wechselspiel lag, wurde dort die sta-
tische Elektron—Gitter-Kopplung nicht atomistisch,
sondern durch eine Kontinuumstheorie gefaBt. Uber-
dies enthalten die beiden vorangehenden Untersu-
chungen die effektive Masse des lokalisierten Elek-
trons als nichtlegitime Grofle, die aus dem Experi-
ment bestimmt werden muf.

In dieser Arbeit soll nun auch die statische Elek-
tron—Gitter-Kopplung — der physikalischen Realitat
gemidll — atomistisch beschrieben und die effektive
Masse des Elektrons aus der Theorie ausgeschieden
werden, so dall die atomistische Behandlung des
F-Zentrums als vollstandig angesehen werden kann.

* Dissertation, Techn. Hochschule, Stuttgart 1960 (3. Teil)
1 M. Wacener, Z. Naturforschg. 15a, 889 [1960] und 16 a.
302 [1961] ; kiinftig mit I und II zitiert.

Das quantenmechanische Gesamtsystem — als sol-
ches gilt uns ein Mikrowiirfel des Kristalls mit einem
einzigen F-Zentrum — kann anschaulich in drei Un-
tersysteme zerlegt werden: 1. Das System der Gitter-
elektronen, welche die Ionenhiillen aufbauen. 2. Das
Storstellenelektron. 3. Die Atomkerne des Gitters.
Mathematisch kann diese Zerlegung, wie in Teil I
ausfithrlich dargelegt, durch die beiden adiabatischen
Nadherungen realisiert werden. Bliebe man nun wei-
terhin quantenmechanisch streng legitim, so wiéren
drei ScHrRODINGER-Gleichungen in festgelegter Reihen-
folge (Gitterelektronengleichung — Einelektronenglei-
chung — Kerngleichung) nacheinander zu losen. Die
Wahrung solcher Strenge wire physikalisch jedoch
unverniinftig, weil bei der Theorie des F-Zentrums
nicht alle drei Untersysteme gleich interessant sind.
So sind die Differenzierungen innerhalb des Gitter-
elektronensystems in diesem Rahmen ziemlich be-
deutungslos, und wichtig ist nur die Gesamtwirkung
auf das Storstellenelektron und die Kerngleichung.
Man kann also, wie es durchaus der physikalischen
Realitdt entspricht, Gitterelektronen und Kerne zu
komplexen Einzelteilchen (Ionen) zusammenfassen,

2 S. 1. Pexar, Unters. iib. d. Elektronentheorie der Kristalle,
Akademie-Verlag, Berlin 1954 ; dort weitere Literaturzitate.
— F. C. WiLLians, J. Chem. Phys. 19, 457 [1951].
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und die Gesamtwirkung des Ions klassisch beschrei-
ben. Dadurch wird die quantenmechanische Behand-
lung der Gitterelektronengleichung iiberfliissig.

Ebenso wie in den beiden vorangehenden Arbei-
ten soll auch hier dieses Vorgehen als physikalisch
legitim erachtet werden, da dadurch in die Theorie
keine GroBen aufgenommen werden, die erst durch
ein spezielles Experiment am F-Zentrum selbst er-
mittelt werden mifiten. Doch bedeutet dies keine
Restriktion kiinftiger quantenmechanischer Verfei-
nerungen, die denn auch, wie unten gezeigt wird,
in einem fortgeschritteneren Stadium zwanglos in
die Theorie eingebaut werden konnen.

Die quantenmechanische Schwingungsgleichung
der Gitterkerne ist an dieser Stelle ebenfalls ganz
-ohne Belang, da die statische Elektron—Gitter-Kopp-
lung nur das Minimum ihrer potentiellen Energie,
nicht aber Funktionalabhingigkeiten betrifft. Die
Aufgabe reduziert sich also darauf, den HawmiLton-
Operator der Einelektronengleichung explizit anzu-
geben, und mit ihm Einelektronenwellenfunktion
und Energieerwartungswert zu bestimmen.

Bei dem folgenden sukzessiven Aufbau des Hamir-
ToN-Operators soll immer zundchst eine moglichst
exakte atomistische Formulierung gesucht werden,
dann aber soll die nichstliegende Vereinfachungs-
moglichkeit ergriffen werden, um das Ergebnis einer
einfachen Anwendung zugénglich zu machen. Dabei
ist es von groflem Vorteil, makroskopisch gemessene
Stoffkonstanten, wie Brechungsindex und Dielektri-
zitatskonstante, in die mikroskopische Theorie ein-
zufiigen; um das jedoch tun zu kénnen, ist es not-
wendig, der makroskopischen Theorie der Dielek-
trika ein atomistisches Fundament zu geben. Diese
Aufgabe mag zunachst erledigt werden.

§ 1. Atomare Dipole des Kristalls

Die das Kristallgitter konstituierenden Ionen eines
polaren Kristalls uberlappen sich nur sehr wenig.
Enthalten etwa vorhandene duBere Felder (,,Fremd-
felder”) keine Singularititen innerhalb des Kristalls,
so kann man die physikalischen Wirkungen eines
Ions in einfachster Weise durch eine Punktladung ey
und einen Dipol m; beschreiben. Letzterer hangt
iiber eine fiir das lon charakteristische Polarisier-

3 J. C. Kirrwoob, Phys. Z. 33, 57 [1932].
4 J.C. Suater, Phys. Rev. (2) 36, 57 [1930]; siehe auch
P. GomsAs, Theorie und Losungsmethoden d. Mehrteilchen-
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barkeit von dem effektiven Gesamtfeld am Ort des
Ions in linearer Weise ab.

Dieses lineare Polarisationsgesetz ist zu modifi-
zieren, wenn im Kristall dulere Felder mit Singula-
ritdten, als deren Ursachen wir stets Punktladungen
annehmen kénnen, vorhanden sind. Die Anderung
des Polarisationsgesetzes kann in mannigfacher
Weise vorgenommen werden. Eine streng legitime
Beschreibung muf natiirlich quantenmechanisch auf-
gebaut werden. Aber selbst dabei gibt es noch meh-
rere Moglichkeiten.

Man kann beispielsweise von der Methode von Kirx-
woop 3 ausgehen. Danach ergibt sich fiir die Polarisier-
barkeit a eines kugelsymmetrischen Atoms im homo-

genen Feld:
N 2
>

i=1

443

9N

mit
r?:/--~fW*(r1,...,rN) P2 (ty,. .., ty) dry. .. doy,

wenn N die Zahl der Elektronen des Atoms ist. (gg=
Bonrscher Wasserstoffradius.) Die Methode 1dBt sich
auf die Wechselwirkung zwischen einer Punktladung
und den Atomelektronen iibertragen, wenn man einige
geringfiigige Anderungen einfiihrt.

Eine weitere Methode, die mit der Kirkwoobpschen
verwandt, aber einfacher ist als diese, besteht darin,
daB man fiir die einzelnen Atomelektronen die StaTEgr-
schen Niherungseigenfunktionen { (t;) beniitzt, die
kugelsymmetrisch sind, und von denen jede einzelne
dem Grundzustand eines speziell reduzierten Wasser-
stoffproblems mit der effektiven Kernladungszahl Z;*
zugeordnet ist%. Dann kann man die Anderung der
Funktionen 9 (1) durch die Punktladung e, in den
reduzierten Wasserstoffsystemen bestimmen, und es
folgt hieraus auch die Anderung des von allen Elek-
tronenladungsverteilungen e | (1;)|2 herriihrenden
elektrischen Feldes. Betrachtet man diese Feldanderung
als Dipolfeld, so ist damit auch der induzierte Dipol
bzw. die Polarisierbarkeit des Atoms in Abhingigkeit
vom Abstand der Punktladung e; gegeben. Aulerdem
ergibt sich durch Bildung der Energieerwartungswerte
mit den gestorten Niherungseigenfunktionen w® (1;)
auch die Anderung der inneren Energie des Atoms, also
gerade die innere Energie des gesuchten Dipols.

Man kann das eben geschilderte Verfahren als ersten
Schritt eines Iterationsverfahrens ansehen. Weitere
Schritte bestiinden darin, die von der dulleren Stérung
herrithrenden Anderungen der Niherungseigenfunktio-
nen y® (1;) als Ursache fiir wechselseitige, zusitzliche
Storungen der Atomelektronen zu betrachten.

problems d. Wellenmechanik, Birkhéduser-Verl., Basel 1950,
S. 190 ff.
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Mit diesen Anmerkungen tber die quantenmecha-
nische Behandlung des Polarisationsgesetzes wollen
wir uns begniigen. Man erhalt jedenfalls ein Gesetz
der Form:

m=a(|§n_r|) @(r,%), (1)

wenn T den Ort der Punktladung bezeichnet und
E(r,N) das Feld der Punktladung in R ist. Die
Funktion a(r) geht fiir r— o in eine Konstante a,
iber und fir r=0 istsie Null.

Wie durch eine elementare Betrachtung gezeigt
werden kann, ist die innere Energie des Dipols m
gegeben durch:

1

u(m) = S m2. (2)

Wirken zwei polarisierende Punktladungen e; und e,
auf ein Jon, so gilt fiir jede einzelne — unabhingig
von der anderen — das Polarisationsgesetz (1) : die
gebildeten Teildipole fiigen sich (in erster Nahe-
rung!) additiv zum Gesamtdipol zusammen.

Unbeschadet spiterer Verfeinerungen — etwa in
der vorstehend geschilderten Weise — wollen wir
hier nur die einfachste Maoglichkeit angeben, die
Funktion a(r) zu bestimmen. Sie besteht darin, ein
Atom als eine vollkommene leitende Kugel vom Ra-
dius r, anzusehen (Mosorr1!) 5. Sei r der Abstand
der Punktladung e; von dem Mittelpunkt der Kugel.
Dann ist — wie aus der klassischen Elektrostatik
wohlbekannt — der durch die Punktladung geschaf-
fene Polarisationsdipol m gegeben durch:

Im]=e1% fiir r>ry und |m|=e,r fiir r<r,.
(3a,b)

Definieren wir nun andererseits m durch die GI. (1),

so ist auBerhalb der Kugel (r =r,) das Polarisa-

tionsgesetz linear, d. h. a eine Konstante; innerhalb

der Kugel (r<ry) jedoch ist @ vom Abstand r ab-

héngig:

a=ay=rp fir r>rg; a(r) =r3 fir r<r,.

(4a,b)

Durch Gl. (4a) sind wir der Notwendigkeit ent-
hoben, tiber den Kugelradius ry spezielle Annahmen
zu machen, da er sich einfach durch die konstante
Polarisierbarkeit a, ausdriicken 1d6t, und a, aus Ex-
periment und Rechnung fiir die Ionen des Gitters
wohlbekannt ist.

Der kubische Kristall — nur mit einem solchen
wollen wir uns hier beschiftigen —, dessen Ionen
in den idealen Positionen sitzen, hat so hohe Sym-
metrie, da} bei fehlendem duflerem Feld die Ionen
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nicht polarisiert sind. Erst eine willkiirliche Auslen-
kung aus den Ruhelagen zerstort die Symmetrie der
atomaren Felder und gibt AnlaBl zur Polarisation
der Ionen. Es liegt deshalb nahe, auch in der mathe-
matischen Beschreibung von den idealen Gitterpunk-
ten auszugehen und die Wirkung von Auslenkungen
durch zusitzliche Quasidipole I, zu fassen:

I =R — RO (5)

Das ist deshalb gerechtfertigt, weil die tatsdchlich
vorkommenden Verschiebungen 1 stets kleiner als
5% des Gitterabstandes sind.

Im Kristall iiberlagern sich demgemal} die fol-
genden kristalleigenen Felder: 1. Das Couroms-Feld
der Punktladungen in den idealen Positionen:

_ (0)
G(BP) = Tew =20 (6)

My =ex Ty

2. Das Feld der Ionenpolarisationsdipole m;, . Diese
Dipole konnen wegen der relativ kleinen Ionenver-
schiebungen ebenfalls in den idealen Gitterpunkten
lokalisiert gedacht werden:

G (1) = ; I ;lka)ls (7)

— RO
3. Das Feld der Verschiebungsdipole J;; auch sie
darf man in den Punkten R{? lokalisiert denken:

Ca (1) = 3 - —gwp (8
_ RO

. [3 (rlr —Sﬁ‘;ﬁ?’% (r— RO) — Emk} .
Die beiden Ausdriicke (7) und (8) fiir die von den
beiden Dipolgattungen herrithrenden Felder sind
sehr unhandlich. Glicklicherweise ist es aber fiir die
ganze weitere Betrachtung nicht notwendig, die
ganze funktionale Variabilitdt dieser Felder zu ken-
nen. Es geniigt vielmehr, die Feldvektoren fiir die
idealen Ruhelagen r =Ry anzugeben. Da die ein-
zelnen Dipole my bzw. I, aber selbst in den idealen
Positionen lokalisiert sind, gestatten die hohen Sym-

metrieeigenschaften der Kristalle — insbesondere
der uns vor allem interessierenden Ionenkristalle
kubischer Symmetrie — in guter Naherung eine

sehr starke Vereinfachung der komplizierten Aus-
driicke. Nun hingt die Art einer solchen Néherung
sehr weitgehend davon ab, welche Aussagen man
a priori iiber die speziell vorliegenden Dipole ma-

5 R. Becker u. F. Sauter, Theorie der Elektrizitit I, Teubner,
Stuttgart 1957, S. 60 ff. u. 70.
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chen kann, im einzelnen ob benachbarte, der glei-
chen Ionensorte zugehorige Dipole sich sehr stark
oder nur wenig unterscheiden, ob die Dipole selbst
sich in gewissen Symmetrien ordnen, etc. Immer ist
es moglich, Kristallbereiche, in denen sich die Dipole
gleicher Ionensorte lokal stark dndern und deshalb
atomistisch beschrieben werden miissen, gegen sol-
che abzugrenzen, innerhalb derer nur geringe lokale
Anderungen auftreten und bei denen deshalb eine
integrale (kontinuumstheoretische) Beschreibung ge-
rechtfertigt ist. Bei solchem Vorgehen entspricht die
Willkiir der Abgrenzung der Giite der Naherung. In
den atomistisch beschriebenen Bereichen konnen
durch eventuell vorhandene Dipolsymmetrien noch
sehr weitgehende Vereinfachungen auftreten.

An dieser Stelle soll nur die einfachste Moglich-
keit explizit angegeben werden. Wir wollen voraus-
setzen, daf} die zu gleicher Ionensorte gehorigen Di-
pole m{ 7 bzw. ML und m{ bzw. ML sich im Be-
reich nichster Nachbarschaft nur wenig voneinander
unterscheiden. [Den positiven Ionen sollen die mit
(+) indizierten Dipole, den negativen die anderen
zugehoéren. Wir lassen durchaus zu, dafl benachbarte
Dipole ungleicher Ionensorte sich beliebig unter-
scheiden. |

Es soll nun die Grofle der Dipolfelder im speziel-
len Gitterpunkt t=R{" bestimmt werden. Offen-
sichtlich mu8 man in jedem Fall die néchste Nach-
barschaft von §R§°) atomistisch beschreiben, und wir
denken uns diese Nachbarschaft durch alle Dipole
innerhalb einer Kugel um R{” gebildet. Der Radius
der Kugel sei so klein gewihlt, daf in ihr sich die
Anionen- und Kationendipole jeweils untereinander
nicht merklich unterscheiden.

Zuniichst ist klar, daB die dem Gitterpunkt R{”
selbst zugehorigen Dipole zum Feld in diesem Punkt
keinen Anteil ergeben. Weiterhin ist wohlbekannt ¢,
daB bei Kristallen mit Tetraedersymmetrie, insbeson-
dere also kubischen Kristallen, sich auch die Felder
der iibrigen in der Kugel liegenden Dipole im Zen-
trum zu Null kompensieren. Es verbleibt also nur
die Wirkung des Kristallbereichs aulerhalb der Ku-
gel, den man in der in der Elektrostatik iiblichen
Weise als kontinuierliches Medium mit der Polarisa-
tion:

me +m®

(+) =)
s = (o)

bzw. et
27

beschreiben kann, indem man die Dipole zweier
Nachbarionen zusammenfaft. (tr ist das Volumen
der von einem Ion besetzten Elementarzelle.) Dann
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erhilt man fiir die Dipolfelder in (" 7:
Euli) =~ SZBTEWT, - (74
Cm(R”) = — *837[ mﬂ;ﬂ}»ﬂ, (8a)

(m§H), m§ baw. M), M) stehen fiir den Dipol
in R(? und einen nichst benachbarten Dipol der
anderen Ionensorte.)

Fiir eine einfach praktikable Durchfiihrung der
Theorie werden die beiden Ausdriicke (7 a) und
(8a) von groBlem Vorteil sein. Wir beniitzen sie in
der weiteren Rechnung an Stelle von (7) und (8),
auch wenn ihre Voraussetzungen nicht mehr gut er-
fiillt sind. Doch geschieht dies nur, um die mathe-
matische Beschreibung weiterhin maglichst einfach
zu gestalten. Die oben erwihnten sukzessiven Ver-
besserungsmoglichkeiten lassen sich zwanglos in
einer Verfeinerung der Theorie einfiigen.

Die beiden Dipolgattungen unterscheiden sich in
einer Hinsicht sehr gewichtig: Wahrend die Polari-
sationsdipole wegen der kleinen Masse und der gro-
Ben Geschwindigkeit der Hiillelektronen nahezu trég-
heitslos auf Felddanderungen reagieren konnen, ist
den Auslenkungsdipolen die Masse der schweren
Kerne zugehorig, und sie sind deshalb nur zu sehr
trager Reaktion auf Felddnderungen befihigt. We-
gen dieser sehr geringen Reaktionstragheit der
Ionendipole My, ist es zweckmafig, ihnen gleich zu
Beginn eine Gleichgewichtsbedingung aufzuerlegen.
Es wird also fiirderhin vorausgesetzt, daf} sich die
Polarisationsdipole my momentan ins Gleichgewicht
setzen zu allen vorhandenen Feldern. Beziiglich dem
von den Auslenkungsdipolen JX; herriihrenden kri-
stalleigenen ,,Vakuumfeld“ Ey(N) entspricht dies
in quantenmechanischer Sicht der ersten adiabati-
schen Naherung, und beziiglich einem ,,Fremdfeld*
E(r,N), das dem Storstellenelektron zugehort, be-
deutet es die Realisation der zweiten adiabatischen
Néherung, wie in I naher ausgefiihrt.

§ 2. Energieverhiltnisse bei den Ionendipolen

Im idealen Kristall sei das Feld G (R) der Aus-
lenkungsdipole 9N und ein Fremdfeld G, (R) will-
kiirlich vorgegeben. Die Zusammenfassung beider

Felder sei durch Cor, () bezeichnet:
Cm,s(R) =Cm(R) + C,(R) .

8 Siehe beispielsweise M. Born u. K. Huvane, Dynamical
Theory of Crystal Lattices, University Press, Oxford 1954,
S.102 ff.; dort ist der atomistische Beweis gefiihrt.

7 Siehe beispielsweise Anm. 3, S. 68 ff.
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Dann prasentiert sich uns zunachst die Aufgabe, eine
Energiebilanz fiir die im Feld €, s(R) entstehen-
den Dipole m;, durchzufiihren, und zu diesem Zweck
die einzelnen Energieanteile festzulegen.

Die innere Energie eines Polarisationsdipols m;,
ist gemal Gl. (2) gegeben durch:

1 B
u(mg) = o M (2 a)
und die Wechselwirkungsenergie eines solchen mit
einem anderen derselben Gattung:

m; my

w(m;, my) = RO — R (10)
_ g (mi(B — RO)) (mi (R — R))
IR — RO
= —my e (myg, 9‘}2-0))
mit:
e(m;. R) = o _1%0,'3 (11)
- |3 D (9t — ) — i

1° 1 —wope

Die Uberlagerung aller Dipolfelder ¢ (m;, R) ergibt
das resultierende Feld €w(R) [s. Gl (7)!]. Die
Wechselwirkungsenergie von m; mit den beiden
willkiirlichen Feldern Co (R) und G, (R) ist:

u(mg, Gy, 5) = — my Cap 5 (RY) . (12)

Fir den einem Dipol my; insgesamt zugehorigen
Energieanteil kann man gemal} den Gln. (2 a), (10)
und (12) setzen:

1

2 ol

ug mi — mi G s (RY) , (13)
wobei also u; die innere Energie des Dipols my,
seine Wechselwirkungsenergie mit den beiden Fel-
dern Gy und €, und die Halfte der Wechselwir-
kungsenergien mit den anderen Dipolen mi; enthilt.

Es ist an dieser Stelle zu bemerken, daf3 die Fel-
der der in den idealen Ruhelagen sitzenden Punkt-
ladungen sich am Ort R der Dipole my; (wie auch
i.) wegen der hohen Symmetrie zu Null kompen-
sieren, so daf} also die Dipole ohne Wechselwirkung
mit den gittereigenen Punktladungen bleiben.

Zur Fixierung der Dipole my, die mit den Fel-
dern € und € und untereinander im Gleichgewicht
stehen sollen, gelten die gekoppelten Nebenbedin-
gungen [s. Gl. (1)!]:

my = o® @gm,s(mio)) + ag")@m(mio)) . (14)

Aus diesem System inhomogener linearer Gleichun-
gen sind die Dipole my zu bestimmen, doch ist die
Rechnung ohne zusitzliche Annahmen (z.B. uber
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die Symmetrie der ;) praktisch nicht bewiltigbar.
Hier erweist sich nun die Naherungsformel (7 a) als
sehr giinstig; mit ihr geht Gl. (14) in eine auBer-
ordentlich einfache Beziehung iiber:

@) 8 M+
03 27
wobei a®) G = af) Cy gesetzt ist, da das Feld
Cm (R) stets endlich bleibt. Aus Gl. (14 a) folgt
fiir den einem positiven lon zugehorigen Dipol m{™):

1

87 aft) + of™ (15)
3 27

N G (RO ) —

mk:a(k’@m,s—a (14-a)

m{t) =
1+

87 1 ; -
% zr[agf)a( )

7 (gm’s(mgco)(f)) _ a&*)a("r)@m,s(mgco)(wﬂ)]}

und eine ganz analoge Formel fiir m{™. Der Diffe-
renzausdruck innerhalb der geschweiften Klammer
ist im allgemeinen gegeniiber dem ersten Glied als
klein anzusehen:

5 5 656 B (RO)) (16)
—7.{(’06*)(59]1_5(9%2.‘”(”)]
< o) G s (R |

Vernachlédssigt man ihn, so werden die Ionenpaare
entkoppelt, und es ergibt sich fiir die Ionenpolarisa-
tionsdipole die einfache Formel:

1 \
7 oD+ o a® Ca s (RY) . (15a)
3 2t
Die Gln. (14) bis (16) sind an kein spezielles Po-
larisationsgesetz gebunden, sondern gelten fiir das
allgemeine Gesetz (1).

Unterscheiden sich die beiden willkiirlichen Felder
Cam und € im Bereich zweier Nachbarionen nur gering-
fligig, so kann man auch eine Aussage iiber my; im An-
schlufl an die makroskopische Theorie gewinnen. Dies
geschieht dadurch, dal man die diskreten Dipole
mit) 4+ m§™) in eine kontinuierliche Polarisation iiber-
gehen 146t [s. GL (9)!] und nun ein Medium mit der
Dielektrizitdtskonstanten n? vor sich hat. Fiir ein solches
gilt aber nach den Gesetzen der Elektrostatik:

miH) mi—) nz—1 4
e = e B (),

My~ 7
L

17

wobei mit R (+) das Zentrum eines Ionenpaares ge-
meint ist. Eine solche Mittelung iiber ein Ionenpaar
kann man vornehmen, ohne die Periodizitit des Kri-
stalls zu dndern, was bei der Formulierung des Hamir-
ton-Operators von Bedeutung sein wird. Identifiziert man
den aus (15a) folgenden Ausdruck fiir mi” +mi/2 7
mit (17), so folgt die wohlbekannte Beziehung iiber
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den Zusammenhang der dynamischen Dielektrizitits-
konstanten n? und der Polarisierbarkeiten a§”und a§:

1 . 3 (n2-1
ar G0+ =% (55)) o®

Damit kann der Faktor vor der geschweiften Klammer
in Gl. (15) auch geschrieben werden als:
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Setzen wir den Ausdruck (15) in die Gl. (13)
ein, so konnen wir die Energie u; durch das Feld
Cm, s (N) ausdriicken, wenn wir wieder fir Cn die
Beziehung (7 a) beniitzen. Wir wollen den entste-
henden, etwas umstindlichen Ausdruck nicht an-
schreiben, sondern sogleich auch hier fiir my die
vereinfachte Formel (15 a) heranziehen; fassen wir

1 _ n*42 k . ;
i 8z o+ of 3n% (19)  iiberdies noch zwei Ionen zu einem Paar zusammen,
[1 Ty 27 so ergibt sich nach kurzer Umformung:
(4) 4 =) (P 2\ 1 HE (0)(+ 1 - (0)(—
'+ w7 = (3;* Ers [0l G, s (R ))]2“?"’2';3:5 [ G, (R )12 (13a)
4x 1 — -
+3 37 [ Gan, s (R ) + o) G, (R () 12

n2+2 3 w -
— P [ G (RO )R + 20 G (RO

Dabei ist von der Beziehung (19) Gebrauch gemacht.

Die Formel (13 a) fiir die den Polarisations-
dipolen eines lonenpaars zugeordnete Energie ist
nun im Hinblick auf die urspriinglich hochkompli-
zierte Kopplung samtlicher Dipole des Gitters unter-
einander eine recht grofle Vereinfachung. Es ist auch
ohne weiteres moglich, sie als Grundlage fiir die
weitere Betrachtung zu nehmen. Fir eine hinreichend
knappe Durchfilhrung der weiteren Untersuchung
und eine anschauliche Darlegung der Methode ist
der Ausdruck indessen noch zu unhandlich. Wir set-
zen deshalb an diese Stelle eine Naherung und ein
Postulat. Die Naherung besteht darin, daB wir
setzen:

) 2¢(+)@m‘s(m;‘0)(+)) OL(—)(gms(gqgco)(—)) (20)
~ [0 G s (R )2 + [ Gy (RO )2

Sie ist sicherlich ganz gut erfillt. Mit ihr wird die
Kopplung der beiden Dipole eines Ionenpaars in
(13 a) gelost, d. h. es ergibt sich eine Summe von
Einzelgliedern, die jeweils nur vom Ort R{” abhin-
gen. Man kann also jetzt jedem Ionenpolarisations-
dipol eine Energie zuordnen, die nur von seinen
eigenen Kenngroflen abhéngt:

we= (552N [ga + o | W G (RON2

BTN ACT SR
— L G s () [ G o (V)] . (13D)

Diese Energie ist nicht mit (13), wohl aber ist die
Zusammenfassung zweier Nachbardipole mit (13 a)
gleichbedeutend.

Es ist nun sehr winschenswert, die spateren Er-
gebnisse direkt in makroskopischen Stoffkonstanten

anzuschreiben. Dazu wire es wegen Gl. (18) not-
wendig, die Energie zweier Nachbardipole so anzu-
geben, daB darin a(*) und a(™) nur noch als Summe
auftreten, da eine Mittelung iiber das Feld €, ()
in zwei Nachbargitterpunkten wegen der Feldabhén-
gigkeit von a*) nicht vorgenommen werden darf.
Bleibt nur die andere Moglichkeit, die beiden Polari-
sierbarkeiten gleichzusetzen. Wir machen deshalb fiir
die weitere Betrachtung das Postulat:

; -

= r(%ré) . (21)
Dieses Postulat trifft natiirlich fiir die meisten Ionen-
kristalle nicht zu. Bei den Alkalihalogeniden bei-
spielsweise ist die Polarisierbarkeit der Halogen-
ionen deutlich groBer als die der Alkaliionen (KCI:
af®) =1,13-10724 cm?, a{™ =2,92-1072¢ ¢cm?). Da
aber in dem uns spater interessierenden Fall eines
von einem Elektron herrithrenden Feldes der wesent-
liche Anteil der Polarisationsenergie bei den Dipolen
liegt, die nicht in der unmittelbaren Nachbarschaft
des Elektrons lokalisiert sind, ist das Postulat ins-
gesamt nicht allzu einschneidend, da es in diesen
vom Elektron entfernten Kristallbereichen nur den
Sinn einer Mittelung iiber benachbarte Gitterpunkte
hat. Entscheidend ist, da} (21) nur Aussagen iiber
Faktoren macht, die in der atomistischen Gleichung
stehen, den Atomismus also nicht stort. Es erleichtert
uns die nachfolgende Untersuchung sehr gewichtig.
Mit Gl. (21) erhalt man statt (13 b) :

n?+2

3 n2

a(+) = a(_> =a; (X.E)+) = ag") ==

o [ s(RO)T* — o Cons (R0))2]
(13 ¢)
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§ 3. Atomistische Beschreibung statisch und
dynamisch polarisierbarer Materie

Wir wollen in diesem Paragraphen die mikro-
skopische Theorie beniitzen, um die makroskopisch
wohlbekannte Polarisationsenergie eines Mediums
der Dielektrizitatskonstante n® bzw. & herzuleiten.
Dazu nehmen wir an, daB das Feld Can, (R) keine
Singularititen enthélt und sich im Bereich néchster
Gitternachbarn nur geringfiigig &ndert. Dann wer-
den die Polarisierbarkeiten a'*) vom Feld unabhin-

gig (a® = o), und an Stelle von Gl. (13) erhalt
man nach elementarer Umformung unter Beniitzung

von Gl. (7 a):
up= — 3 my; s (RO, (13 d)

wobei mit R &) wie in Gl. (17) das Zentrum eines
Ionenpaars gemeint ist. Fiir .die gesamte Polarisa-
tionsenergie des ,dynamisch polarisierbaren Me-
diums® ergibt sidl demgeméiﬁ mit Hilfe von Gl. (17):

Dur= =T 20 Y [Car e (RO (22)

Die Summation auf der rechten Seite ist iiber alle
Ionenpaare des Gitters zu erstrecken. Ersetzt man
hier die Summation durch eine Integration, so ge-
langt man zu der Formel fiir die Polarisationsener-
gie der klassischen Elektrostatik fiir ein Medium mit
der Dielektrizitatskonstanten n2.

Um auch ein ,statisch“ polarisierbares Medium
mikroskopisch zu beschreiben, miissen wir die Aus-
lenkungsdipole M ins Auge fassen. Die innere
Energie u (JX;) des Dipols I)i; kann man auf mehr-
fache Art bestimmen. Ein Weg ergibt sich iiber die
atomistische Gitterstatik. Nach Born und GoppERT-
Maver ® kann die Energie eines aus starren Ionen
aufgebauten Gitters dargestellt werden durch:

P(ER;,.,%) 2Z[|Rele;{k| |

7¢k

b
——|. (23
Eine solche Darstellung der gesamten Gitterenergie
ist jedoch bei deformierbaren Ionen nur fiir die
idealen, streng symmetrischen Gleichgewichtslagen
RO der Gitterpunkte moglich. Bei Auslenkungen

stellt P (R, R;) nicht mehr die gesamte Gitterener-
gie dar, jedoch ist die Differenz

P(Ry, Ry) —P(RY, R)

gerade die Summe der inneren Energien und der
Wechselwirkungsenergien der Auslenkungsdipole
My . Entwickelt man diese Differenz nach den Aus-
lenkungen I; bzw. nach den ;. so entfallen die
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linearen Glieder, und man kann im besonderen die
rein quadratischen Glieder der inneren Energie und
die gemischten Glieder zweiter Ordnung der Wech-
selwirkungsenergie zuschreiben, wenn man die hohe-
ren Ordnungen vernachlassigt. Dabei zeigt sich nun,
daB fiir die innere Energie u(3;) eines Dipols Iy
im allgemeinen die skalare Beziehung (2 a) durch
eine Tensorbeziehung:

u(Mi) =3 M T My,

ersetzt werden mufl. [Der Tensor T ist fiir beide
Tonensorten identisch; er 1aBt sich als Summe von
Skalaren und dyadischen Produkten (R!” — R{)
'(?Rg-o) — %;,0)) darstellen.] AuBerdem tritt zu der
elektrischen Wechselwirkung zwischen den Dipolen
noch eine elastische, die sich ebenfalls als Tensor-
beziehung darstellen 1af3t:

w (DM, Mye) = — My e (M, RY)
— M, Q (R — R) My .

In den beiden Gln. (24) und (25) ist vorausgesetzt,
daf} die riicktreibenden Krifte auf ein Ion von der
Ionenpolarisation 1 nicht abhangen, was nicht in
Strenge, wohl aber in guter Naherung erfiillt ist.
(Umgekehrt haben wir stillschweigend oben ange-
nommen, daB a®) von den Auslenkungsdipolen )¢
nicht abhéngt!)

Es bieten sich keine grundsatzlichen Schwierigkei-
ten, mit den beiden letzten Gleichungen die weitere
Betrachtung durchzufithren, jedoch ist der erforder-
liche Rechenaufwand sehr erheblich. Wir wollen des-
halb noch einen anderen Weg aufzeigen, dessen Ge-
nauigkeit geringer ist, wo aber ein geringerer Auf-
wand noétig ist. Er besteht im Anschluf} der mikro-
skopischen Theorie an die makroskopischen Gesetze
fiir ein statisch polarisierbares Medium der Dielek-
trizitatskonstanten €. Da bei kleinen Auslenkungen
der Gitterionen aus den Ruhelagen harmonische
riicktreibende Krifte existieren, konnen wir auch
den Auslenkungsdipolen ein lineares Polarisations-
gesetz zuordnen:

My =B Cepr (RY) (26)

wobei G (R)”) die gesamte effektive (,trige®)
Feldstirke in R ist. Betrachtet man nun den Fall,
daB nur noch das Vakuumfeld €, willkiirlich vor-
gegeben ist, aber sowohl die Auslenkungsdipole M
als auch die Polarisationsdipole m; untereinander

(24)

(25)

8 M. Borx u. M. Géepert-Maver, Dynamische Gittertheorie
der Kristalle, Handb. d. Phys. XXIV/2 (Kap. 4), Springer-
Verlag, Berlin 1933.
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und mit dem Feld im Gleichgewicht stehen — wie es
einer statischen Polarisation entspricht —, so erhilt
man in Analogie zu (15 a) fiir den einem Ion zu-
gehorigen Gesamtdipol:

(+) (+) _ a®+p (0) ().
mk =+ .S):Rk . n 81 a$’+) L ag_) + 2ﬂ Gs(§Rk )’
3 27
)
mg—) A gﬁi—) - +I€ G, (g{%o)(i)) . (27)

(...

Hier ist vorausgesetzt, daB €;(N) keine Singulari-
titen hat und zeitlich langsam verénderlich ist.

Andererseits ist aber bei einem statisch polarisier-
baren Medium in Analogie zu Gl. (17)

o [+ m) - D) + M) (28)
-1
== :ﬂg (Ss (mg.\)(ﬂ:)) .

Aus den letzten beiden Gln. folgt die zu (18) ana-
loge Formel fiir (a(™) 4+ a(™) +2 #)/27; daraus laBt
sich unter Beniitzung von Gl. (18) selbst (a(*) 4-a(7))
eliminieren und es verbleibt:

/3= 9(s—n?) 7

47(e+2) (n2+2)
Den Ausdruck (24) fir die innere Dipolenergie ver-
einfachen wir zu einer skalaren Beziehung:

u (W) = Mz,

(29)

,8 (24 a)

wobei noch nachzuweisen ist, dal die hier einge-
filhrte GroBe S mit der in Gl. (26) identisch ist.
Weiterhin wollen wir annehmen, daB die elastische
Energie vollstindig durch die innere Dipolenergie
u (M) gefaBt ist und infolgedessen bei der Wechsel-
wirkung (25) entfillt. Dann kann man in Analogie
zu Gl. (13) fmk die folgende Energie zuordnen:

U= ﬂ — My [C, (RY) + 4G (REM]. (30)
Sie enthilt die innere Energie von I, die Wechsel-
wirkungsenergie mit dem Feld €, () und die Halfte
der Wechselwirkungsenergien mit den anderen Di-
polen IN;, nicht aber die Wechselwirkung mit den
Polarisationsdipolen m;, denn diese ist bereits durch
(13) erfaBt.

Beniitzt man Gl. (8 a) und setzt

2MEP M) = M2+ M2, [s. GL (20)!],

was meistens eine gute Ndherung ist, so kann man

statt (30) einem Dipol IR} die Energie zuschreiben:
4 248) —4(n?—1

Uk = f= Wzk Gs (m(kO)) + % m%‘ n[g(ng(e_)nz) ,En )]

(30a)

417

und fiir die Gesamtenergie der Polarisation ergibt

sich mit Hilfe der GIn. (22) und (30 a) :
21 2
Up= Z "k‘*‘ Uk= — h T; @5 (ER}CO))“

ﬁ'tz_ Z My G, (RD) (31)
272 e(m*+2)* 1 Zgﬁ
k.

"9 nz(s n?) 7

Minimalisiert man diese Energie beziiglich der I,
so erhilt man die mit dem Feld €, (R) vertriglichen

Tonendipole IS, und die Gesamtpolarisation steht
mit dem Feld im Gleichgewicht:

U = — _g—_i Y [E (R, (3la)
k

LaBt man auch hier [wie bei Gl. (22)] die Sum-
mation in eine Integration iibergehen, so gelangt
man zu der klassischen Polarisationsenergie fiir ein
Medium mit der Dielektrizitatskonstanten & . Damit

ist auch nachgewiesen, dal die Konstante § in den
Gln. (26) und (24 a) identisch ist.

Der Ausdruck (31) fiir die gesamte Polarisations-
energie ist nur brauchbar, wenn das Stérfeld €s(R)
keine Pole besitzt. Fiir unsere Zwecke ist er somit un-
geeignet, denn das spiter speziell einzufithrende Stor-
feld €s(RN) riihrt von Punktladungen her. Wir werden
Up fiir diesen Fall im nichsten Paragraphen behandeln.

Man kann die konstanten Faktoren im Ausdruck (31)
fiir die Energie der Dipole mj und M auch noch da-
durch herleiten, daB man die mikroskopische Theorie
nicht an die makroskopische Theorie der Dielektrika,
sondern an die Theorie der Dispersion anschliet. Auch
dabei ergeben sich Beziehungen, die es erlauben, Stoff-
konstanten (in diesem Fall zahlreicherer, namlich ¢, n2,
die Dispersionsfrequenz w, und die Gittermassen M
und M) in die mikroskopische Theorie einzubauen ®.
Man erhalt fiir

n2+2 @y c—n2 M* 1
3n* * n? 4x 2e (82)
.. 2me(m®+2)2 1 & o M*
R, i 9n2(c—n2) 1t n2 C4e’

wobei M* die reduzierte Masse der Gitterkerne be-
deutet.

§ 4. Fremdfelder im Kristall

Bei der Behandlung der Ionenpolarisationsdipole
m; in § 2 wurde als deren Ursache das durchaus
willkiirliche Vakuumfeld ©m,s(R) angesehen. Es
setzt sich zusammen aus dem kristalleigenen Feld

Cm (R) der willkiirlichen Auslenkungsdipole It
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und zusatzlichen kristallfremden Storfeldern €, (R).
Da das Dipolfeld € (1) keine Singularititen ent-
hilt, ist ihm bei der Polarisationswirkung auf die
Ionen eine konstante Polarisierbarkeit a, [siehe Gl.
(1) und Gl (21)!] beigeordnet. Als spezielles kri-
stallfremdes Storfeld interessiert uns in der Theorie
des F-Zentrums nur das Feld eines im beliebigen
Punkt 1 sitzenden Elektronen und das einer ent-
gegengesetzt gleichen positiven Punktladung im Ort
R eines negativen Gitterions. Es sei also:

C(R) =G, (R, R) + @2(r R)

(R —RP) e =%
[R— R[S TR
Das Feld der positiven Punktladung €, (3?) hat nur
am festen Ort eines idealen Gitterpunktes einen Pol,
und seine Polarisationswirkung auf die anderen
Ionen wird also ebenfalls durch eine konstante Po-
larisierbarkeit a, geben, wihrend das Ion am Ort
R selbst iiberhaupt nicht polarisiert wird. Allein
fiir das Feld des Elektrons ist die Polarisierbarkeit
gemdll Gl. (1) bzw. in der speziell gewahlten Form
(4a,b) vom Abstand | R — 1| abhiingig. Damit
erhélt man insgesamt gemaf} Gl. (13 c) fiir die einem
Polarisationsdipol zugeordnete Energie:

(33)

=+e,

(34)

+a( - — 1) 63 —10@91:@2—%@1@2]‘ )
24, l

2 2
— 3 g Cim — $ g CF — 0, En €,

wobei alle Felder am Ort R zu nehmen sind.
Fiir k=0 sind das zweite und letzte Glied der rech-
ten Seite wegzulassen (Polarisationsgesetz!).

Die Wechselwirkung der beiden eingebrachten
Fremdladungen mit den Auslenkungsdipolen )¢ ist
in (30) bzw. (30 a) enthalten. Die Wechselwirkungs-
energie mit den in den idealen Positionen sitzenden
gittereigenen Punktladungen e; ist in einfachster
Weise gegeben durch:

N
eep eek
I\zo 'l'ﬁil;o) _ SRBO)I Z lg{(o)

Es tritt jedoch auch hier die Frage auf, ob die
Couroms-Energie

—eek_/] ER(O)—I‘| (36)

nicht ebenfalls korrigiert werden muf}, wenn das
Elektron in die Hiille eines Ions eindringt, also
| RO —1| sehr klein wird. Tatsichlich wird dabei
die Abschirmung des Kernfeldes immer geringer, so
daBl der Ausdruck (36) einen zu kleinen Wert an-
gibt. Die Korrektur kann man sich etwa so denken:

(35)
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Sei 470(r) r*dr die radikale Elektronenladungs-
dichte in der Hiille des betreffenden Ions, und r, der
Abstand des Fremdelektrons vom Ionenmittelpunkt,
so ist die potentielle Energie des Elektrons gegeben

durch

V (ry) = _7_/ « /r4-7zg(r') r2dr.

Da jedoch die COULOMB-Energie (37) fir r— R©
nur einen Pol erster Ordnung besitzt, der bei der
Integration tber die Elektronenladungsverteilung
e |y [? iiberkompensiert wird, so daB eine Korrektur
nur eine geringfiigige Anderung der CouLoms-Ener-
gie erbrichte, konnen wir auf die Korrektur ganz
verzichten und den Ausdruck (36) beibehalten, un-
beschadet wiederum spéaterer Verfeinerung. Beachten
wir noch die Vakuumwechselwirkungsenergie:

—e*/|r—RYP| (38)

des Elektrons mit der positiven Ladung Y, so sind
durch die Gln. (30) [bzw. (30a)], (34), (35) und
(38) alle energetischen Wechselbeziehungen bei zwei
Fremdladungen im idealen Kristall erfafit, und wir
sind nunmehr in der Lage, den Hamirron-Operator
des F-Zentrums anzuschreiben.

(37)

§ 5. Der Hamilton-Operator des F-Zentrums

Das F-Zentrum ist definiert als Anionenliicke in
einem lonenkristall, in deren Umgebung ein Elek-
tron (Storstellenelektron) lokalisiert ist. Will man
in der mathematischen Beschreibung der energeti-
schen Verhiltnisse vom idealen Kristall ausgehen,
so muf} man alle Wirkungen des Anions am Ort des
Storzentrums kompensieren, so daf} effektiv an die-
sem Ort eine Liicke existiert.

Man kann einem lon im Kristallverband bei einer
atomistischen Beschreibungsweise eine vierfache Wir-
kungsweise zuschreiben:

1. Die rein elektrostatische CouLoms-Wirkung als
Punktladung.

2. Die Dipolwirkung der Auslenkung des starren
Ions aus den idealen Ruhelagen (gekennzeichnet
durch 9.)2]{) .

3. Die Dipolwirkung, die durch die Polarisation
my des Tons selbst entsteht.

4. Die elastischen Wirkungen.

In der konsequenten Durchfilhrung der atomisti-
schen Theorie mufl man diese vier Wirkungsmog-
lichkeiten des Ions im Storzentrum kompensieren.
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Die Couroms-Wirkung ist einfach dadurch zu
kompensieren, daB man im Zentrum des Anions
eine zusitzliche positive Punktladung in den Kristall
gebracht denkt. So kommt man, wenn man sogleich
auch noch das ,,Storstellenelektron® beachtet, genau
zu den Entwicklungen des letzten Paragraphen.

Die Auslenkungsdipole I, wurden in der bis-
herigen Untersuchung als willkiirlich angenommen,
so dafl die Kompensation dieser Ioneneigenschaft
sehr leicht fallt; man setzt einfach

My =0. (39)

Mit dem aus dem idealen Kristallverband entfernten
Ion wird auch seine Polarisationsfahigkeit entfernt.
In der Beschreibung miissen wir also im idealen, un-
gestorten Gitter in R einen »Fremddipol“ —m,
anbringen, der den Dipol des ungestérten Gitters in
R gerade kompensiert. Dieser Quasidipol hat ein
Feld, das in R verschwindet, fiir die iibrigen Di-
pole des Kristalls aber in Betracht zu ziehen ist. So
erhélt man mit Gl. (15 a) und (19):

my="*2 0 Gy (R
242 (40 a, b)
my = = [« Cm,s + %o G (— 1y, RD)].

Da m, durch das Feld G, ,(R{”) gegeben ist, sind
nun alle Dipole des Gitters an die Groe des Feldes
Cm,(N) im Punkte RO gekoppelt. Durch die Gln.
(40 a, b) beherrscht man die Beschreibung der Ionen-
dipole bei Existenz einer Gitterliicke.

Da mit dem Storzentrum zusammenhingend nur
zentralsymmetrische Auslenkungen bedeutsam sind,
verschwindet G (R) niherungsweise in RY. Die
Wirkung der positiven Punktladung im Stérzentrum
verschwindet wegen des Polarisationsgesetzes (a = 0)
ebenfalls in R, bleibt also nach (40 a) :
(B —1)
R — [
Nach Gl. (40b) wirkt nun das Feld von —m, zu-
satzlich dipolbildend in den anderen Gitterpunkten.
Es ist:

o= e (|t =R (41)

42 a(t — RP|)

€. mo(m) = 32 ‘l’m';‘__jiao) | 3
N (R —RP) R —1) (0)
3w —mpp fmp — o (O  90)
o — )
= fmp—al) 42

Der in geschweiften Klammern geschriebene Aus-
druck besitzt die GroBenordnung des Feldes € ()
in den verschiedenen Kristallpunkten. Jedoch ist der

419

Faktor vor der Klammer noch im ungiinstigsten Falle
kleiner als 1/10. Dies sieht man so: Es ist a < g,
wenn ry den Ionenradius bedeutet [s. Gl. (4a,b)!],
und ry<a/2 (a= Gitterkonstante; beispielsweise ist
fur KCI: ay(K) =1,13-10"2* cm3, ry(K) =1,04
1078 cm, a4(Cl) =2,92-1072 cm?, ry(Cl) =1,43
‘1078 cm, agc;=3,14-10"% cm); weiterhin ist
(n®+2) /3 n? stets kleiner als Eins (beispielsweise
fir KCI: n?=2,175, also (n®+2)/3n%=0,73), so
daB selbst fiir | R — R | = a

n42 a(jr— RO _ 1

302 RO — RO <10
wird. Diese Tatsache soll uns als Rechtfertigung da-
fir dienen, den ,,virtuellen“ Dipol — 11, zu vernach-
lassigen. Methodisch dazu gezwungen ist man natiir-
lich nicht.

Uber elastische Beziehungen im Kristall haben wir
uns bisher nicht ausdriicklich ausgelassen. Sie sind aber
durchaus in den fritheren Entwicklungen eingeschlossen
und gemal Gl. (24) malBigeblich fiir die innere Energie
u (M) der Auslenkungsdipole. Gerade die im zweiten
Glied der rechten Seite von Gl. (23) enthaltene elasti-
sche Wirkung des ,,Liickenions®:

(43)

b
: 44
; Im;o) - ﬂe(oo) l n ( )
kann durch die Einfiihrung einer positiven Punktladung
nicht kompensiert werden. Wir miissen deshalb eine
nihere Betrachtung durchfiihren.

Denkt man sich aus dem Kristallverband ein Anion
entfernt, so wird fiir die weiter entfernten Ionen die
Wirkung sicherlich gut durch eine Kompensationspunkt-
ladung am Ort des Storzentrums beschrieben, denn die
riicktreibenden Krifte wirken wegen des schnellen Ab-
falls [s. Gl. (44)!] praktisch nur auf die ndchsten Nach-
barn. (Die Potenz n hat bei fast allen Ionenkristallen
die GroBe 9.) Sehen wir von der Couroms-Wirkung der
Punktladung im Zentrum der Liicke einmal ab, so de-
formieren sich die Elektronenhiillen der nichsten Nach-
barn des Zentrums in den freien Raum der Liicke hin-
ein, so da} die zentral nach innen gerichteten elastischen
Krifte der weiter aullen folgenden Ionen auf die néch-
sten Liickennachbarn gemindert werden, wihrend inner-
halb des Liickenbereichs durch die symmetrische Defor-
mation der Hiillen der nichsten Nachbarn neue, zentral
nach aullen gerichtete elastische Krifte auf jedes der
Nachbarionen auftreten und insgesamt die aus dem Kri-
stall entfernte Wirkung der zentralen Elektronenhiille
durch die auftretende Deformation nahezu kompensiert
wird. Mithin wird die Verschiebung auch der nachsten
Nachbarn fast allein durch die CouromB-Wirkung der
zentralen Punktladung hervorgerufen. Man kann also
mit einigem Recht auf die ,elastische Korrektur” ver-
zichten; einer spiteren Beriicksichtigung derselben ist
damit nicht vorgebeugt *.

* Wie F. Want in einer unveroffentlichten Rechnung gezeigt
hat, 1a6t sich dieser Verzicht auch quantitativ rechtfertigen.
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Mit diesen — teilweise nur qualitativen — Recht-
fertigungen werden wir kiinftig eine Gitterliicke mit
ihren samtlichen Wirkungen dadurch beschreiben,
dafl wir im ideal bleibenden Kristall an den Ort
eines negativen Ions eine positive Punktladung +e
einfiigen und keine Auslenkungen des Zentralions
zulassen [s. Gl. (39)!]. Dann konnen wir mit Hilfe
der Gln. (30 a), (34), (35) und (38) den HamirToN-
Operator angeben, wobei die Felder Cm(R), E,(R)
und €, (R) durch die Gln. (8a) und (33) gegeben
sind. Wir wollen jedoch zuvor noch einige Vereinfa-
chungen vornehmen. Wie bei Gl. (30 a) nehmen wir
an, daf}

2MP M) &~ M2+ M2, (45)

Da auflerdem in den Gliedern, die (9)?5;“-}-9%;,‘»
linear enthalten, ein festes Polarisationsgesetz ge-
geben ist, kann man den Mittelwert iiber benach-
barte GroBen durch jeweils eine der beiden Groflen
ersetzen, wobei sich bei der Sumation die Mittelung
in sehr guter Naherung wieder ergibt. Ferner be-
niitzen wir noch die Substitution

7 3( - 2) (ER(O) ER(O))
932,::9.72);—47!;(”;:_2) r|§)ri<o) RO |3 fir k0.
(46)

So erhélt man nach einigen elementaren Umformun-
gen fiir den Hamiuton-Operator des F-Zentrums den
Ausdruck (mit ER“” 0):

e W s 2 L) 47
H= 2mA + 47!8 (47)
(ER“” ER(O) (SR(O) — II) Z eeg
,,;,IER‘”’—EH“”I“IEF“”—rI" = [t — R
( o),
22 o2 2L — 1)
=D W T 3,,22 Ches

+2_n e(n2+2)? 1 Ly me e

n2(e—n?) n”) T
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wobei a etwa in der speziell gewahlten Form (4 a, b)
vom Abstand |t — R{”| abhingt.

Bildet man das Minimum dieses Ausdrucks beziig-
lich der Auslenkungsdipole I; und l&Bt dabei
T— o gehen, so folgt aus der Minimalbedingung
gerade M =0, d. h. die durch Gl. (46) definierten
Dipole sind gerade durch die Auslenkungen aus den
Ruhelagen > gegeben, die sich einstellen, wenn
das Elektron nicht in dem gestorten Kristall ist, bzw.
sich einem weitausgebreiteten Bandzustand befindet.

eey

Ly
o klzolm;m—ww’
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In Gl. (47) ist es uns gelungen, auf atomistischer
Basis einen Hamirton-Operator des F-Zentren-Elek-
trons anzugeben, der die effektive Masse des Elek-
trons nicht mehr enthélt. Dafiir sind explizit ange-
schriebene gitterperiodische Glieder hinzugetreten,
und zwar enthalt das vierte Glied die einfache (al-
ternierende) Periodizitait — entsprechend seiner Be-
deutung als Wechselwirkungsenergie des Elektrons
mit den Punktladungen des Gitters —, wiahrend das
fiinfte die doppelte (nichtalternierende) Periodizitat
hat — gemadf seiner Bedeutung als Wechselwirkungs-
energie des Elektrons mit den von ihm geschaffenen
Polarisationsdipolen; auch dieses Glied geht in eine
einfache Periodizitit iiber, wenn man [entgegen dem
Postulat (21)] fiir die beiden Ionensorten verschie-
dene Polarisierbarkeiten annimmt. Beim dritten
Glied ist der Kugelsymmetrie multiplikativ die
Translationssymmetrie des kubischen Kristalls iiber-
lagert. Die letzten beiden Glieder sind konstant und
somit fiir die Untersuchung uninteressant. Wir be-
zeichnen sie kiinftig mit Q (R {0y,

In den beiden vorangehenden Teilen I und II der
Untersuchung lag das Schwergewicht auf der dyna-
mischen Elektron—Gitter-Kopplung, wahrend die sta-
tische Elektron—Gitter-Kopplung kontinuumstheore-
tisch — also atomistisch nicht legitim — behandelt
wurde. Dies war notwendig und sinnvoll, um den
Aufbau der Theorie nicht zu zerreillen. Hier nun in-
teressiert uns allein die Elektron—Gitter-Statik.

Diese ist gekennzeichnet durch zwei Minimal-
bedingungen ?, die gleichzeitig zu erfiillen sind: Der
mit dem Hawmirron-Operator (47) gebildete Erwar-
tungswert H (v, Dtz) muB zu einem absoluten Mini-
mum beziiglich der Elektronenwellenfunktion v (1)
und der Ionenauslenkungen ;" bzw. der Ausklen-
kungsdipole ;. gemacht werden:

6WH('(/J3 m’el;) =

(48)
(49)

und
Bei dynamischer Kopplung entféllt die zweite Be-
dingung, wiahrend die erste stets gilt. Man kann
Gl. (49) erfiillen, ohne eine spezielle Verfiigung
iber die Wellenfunktion v zu treffen. Bildet man
mit dem Hamivron-Operator (47) den Energieerwar-
tungswert und wendet ihn auf Gl. (49) an, so resul-
tiert hieraus eine Bestimmungsgleichung fiir die Aus-
lenkungsdipole iy, die dem Gleichgewicht des Git-

9 E. Fues u. H. Stumer, Z. Naturforschg. 14 a, 142 [1959]. —
H. Stumer u. M. Wacner, Z. Naturforschg. 15 a, 30 [1960].
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ters mit der Elektronenwellenfunktion zugehoren:

’ ’ 3
MY’ —0; W' =+ JEDE [lyp (50)
—_ SR(0)
l(:—mT)l)adt fiir k30.

Setzt man diese Beziehung in (47) ein, so ergibt
sich der auf statisches Gleichgewicht reduzierte Ha-
miLToN-Operator, der nur noch von den Elektronen-
koordinaten abhingt:

(0)” _ _Ei _fi 2. (e—1)
HM  v) = Ae +e 1——47” (51)
N g}(ﬂ) sﬁ(O)) (9‘(0)_ t) eex
; [RO —RO[* RO — |2 Z Ir_gﬁ("m
& (n*+2) ( ) 2 (¢—n?
3 n? Z | RO — rl‘ T T anent
(r—mw)) [yt £ = (=R 4
& |t mw)ls [t _m<0>|3
N 2
s (e—n? 2 (r —mk) '] ROy
+e Sment ZO IW| gR(o)ls dr +Q( k)

Da die mit diesem Hamirron-Operator gebildete
ScuropINGER-Gleichung exakt nicht 16sbar ist, hat
man hier den Punkt erreicht, wo der Gang der Rech-
nung von der Wahl der Wellenfunktion 1 bestimmt
wird.

§ 6. Die Elimination der Gittersummen

Die Handhabung des Hamirton-Operators (51)
wird auBlerordentlich erschwert durch die auftreten-
den Summationen. Man konnte zwar daran denken,
die Summation jeweils nur iber die Gitterpunkte
der néchsten Storstellenumgebung zu erstrecken und
den AulBenbereich durch eine Integration zu erfas-
sen, denn wegen der zu geringen Konvergenz kann
man ihn nicht vernachlassigen. Doch dieses Vorgehen
ist immer noch recht umstindlich. Wir gehen hier
einen anderen Weg, der bei hoheren Genauigkeits-
anspriichen allerdings auch ziemlich aufwendig wird.

Rein formal kann man alle Summationen iiber die
Gitterpunkte R{” durch Integrationen ersetzen, wenn
man als Verteilungsfunktion eine J-Funktion ein-
fiihrt, die an den Punkten R} lokalisiert ist; jedoch
benétigt man zwei Arten solcher d-Funktionen: eine
im Vorzeichen alternierende, und eine, die von Gitter-
punkt zu Gitterpunkt ihr Vorzeichen behilt. Die bei-
den periodischen 6-Funktionen sollen 8(*) (R, R{”),
) (R, R) bezeichnen. Bei der Bildung des Ener-
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gieerwartungswertes kann man damit, da die Polari-
sierbarkeit a nur vom Abstand | R — t | abhingt, das
fiinfte Glied von Gl. (51) umformen:

N all
kZ lew(r)lzdr—flw(r)Pdl (52)
Rt (1 2(R=tD

.fa(l ) (1- 252 )5<+>(sn e
| R—r]* * T
und bei Beniitzung von Gl. (4a,b):
=/[zp(r)|2dt /[l%lrl 21a |9R - r[2](52a)
|R—1|<

< OH(R, g{io)) dT + ? /

|R—1|>r

6(+)(§R &R(o))
e d | -

Dadurch ist die von der variablen Polarisierbarkeit
a(|t—R|) herrithrende Gebietsabgrenzung [s. Gl.
(4a,b)!] vom Ortsraum des Elektrons in den Orts-
raum der Gitterpunkte verschoben, so daB8 man schon
im Hawmirton-Operator den Ausdruck innerhalb ge-
schweifter Klammern von Gl. (52) an die Stelle der
Summe setzen kann, wihrend die nachfolgende In-
tegration iiber den 1-Raum keine Gebietsabgrenzun-
gen mehr hat.

Sonst ist durch die Einfithrung der 4-Funktion fiir
die Rechnung noch wenig gewonnen. Der Vorteil er-
gibt sich erst aus der bequemen Approximations-
moglichkeit der periodischen J-Funktionen durch
einfache trigonometrische Funktionen, die aus der
kubischen Symmetrie der hier in Frage stehenden
Ionenkristalle folgt. Man kann setzen:

(+) o)) _ 1
O (R, RY) ml_liloN() (53 a)

. [cosﬁXcosl Ycos—n—Z]zm,
a a a
m ganzzahlig,

1
o (53Db)

[cos —X cos - " ¥ cos —Z]

86 (R, RO) = lim

wobei a die Gitterekonstante bedeutet und die Gro-
Ben N(m), N'(m) sich aus Normierungsforderun-
gen ergeben:

F(2m+l)3
Oy 37 _1 . _31/2 .\ 2 J|.
f&(m,mk)dT_L N(m) = ]/: rosi]
7=@a*

(54 a)
N (m) =a® [ﬁ% % (54D)
2
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Schon fir kleine Werte von m ergeben sich recht
brauchbare Approximationen. Beniitzt man zur Ap-
proximation fiir m einen bestimmten endlichen Wert,
so kann man bei der Berechnung der Summenaus-
driicke im Energieerwartungswert in hohem Male
bekannte Fourier-Transformationen heranziehen,
wenn man bedenkt, dafl cos@™ & bzw. cos@m~ 1D &
stets darstellbar sind durch die Summenausdriicke 1°

2'"5_2,” |22( )cosz(m k)§+(2m)},

(55 a)

m—1
0s2m—1 g — 27”11__,2 Z (2 ”;c 1) cos(2m—-2k—1)¢&.
=0 (55 b)

Wir vereinfachen nun den HamiLron-Operator (51)
— ohne hoheren Genauigkeitsanforderungen genii-
gen zu wollen — so weitgehend wie nur irgend mog-
lich, ohne seine wesentlichen Charakterziige anzu-
tasten, mit dem Ziel, den Grundzustand des F-Zen-
trums mit einem relativ geringen Rechenaufwand
bestimmen zu konnen. Die wichtigsten Symmetrie-
eigenschaften des HamirTon-Operators miissen erhal-
ten bleiben.

Das dritte Glied von Gl. (51) besitzt Kugelsym-
metrie, der die kubische Symmetrie iiberlagert ist.
Diese Differenzierung geben wir hier auf und glatten
das Glied zur vollen Kugelsymmetrie aus:

(RO — RO) (RO — 1)
T Z lm(o) 9{(0)'3 |m(0)_ r|3 (56)
R R
o [ B oo
, ___Vn
L fiir r>R,

/ CR (%*r) dT r
I~ = +4'4l

R |R—t|® 1 .

AR [R—t] Ry fur r<R,

mit i‘g’! R} — g3

Das ist natiirlich keine sehr gute Naherung, aber die
Grofle des Ausdrucks wird durch eine solche Mitte-
lung nicht wesentlich verdndert. Wir wollen zur Ver-
einfachung auch bei den anderen nichtperiodischen
Gliedern [6. und 7. Glied von Gl. (51)!] solch glatte
Integrationen zulassen, obwohl fluktuierende Inte-
granden keineswegs prinzipielle Schwierigkeiten be-
reiten wiirden. Das soeben angeschriebene Integra-
tionsergebnis kann man noch modifizieren und fir

10 Vgl. z. B. I. M. Rysmik u. L. S. Grapsteiy, Tafeln, Deutsch.
Verlag der Wissenschaften, Berlin 1957, S. 27.
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den ganzen Raum setzen:

N A(0) ) <o)_
Z |(3\ — R (W —1) foe?

2 e—1
e QR(O) 5}{(0) | 3 |§R(0) T | 3

——. (57)

Die Begriindung dafiir ist, daf} bei der Bildung des
Erwartungswertes die zugefiigte Energie sich als ge-
ring erweist, da der Integrand 4z r?/r fiir r— 0
verschwindet. In der Form (57) kann man den Aus-
druck mit dem Couroms-Glied — €?/r zusammenfas-
sen, womit wieder der Anschluf} an die Kontinuums-
theorie erreicht ist; dies mufl jedoch bei genauerer
Rechnung unterlassen werden.

Fir die 6-Funktionen [siehe die Gln. (53 a,b)!]
machen wir den einfachst moglichen Ansatz mit
m=1:

O (R, RO ~ % cos? uXcos®> uYcos®>uZ; (58a)

0 (R, ROY) ~ 8235 cos u XcosuYcosuZ; (58b)
a
mit u= 'Zf s
Zur Berechnung der gitterperiodischen Glieder des

Hawmirron-Operators (51) benotigt man die beiden
Integralformen

+ o0
///.}cosfxcosnycosfzdxdydz:%;’, (59)
und ///r”cosfxcosnycm(z dzdydz  (60)

Ty
—Qtzgft"'“sint, n=o0

ory

> =8+ + (2. (61)
Die Herleitung dieser Integrale ist im mathemati-
schen Anhang gegeben. Fiir das vierte und fiinfte
Glied des Hamirron-Operators ergibt sich damit nach

einigen elementaren Zwischenrechnungen:

mit

Z Itiet)kt“”[ =Aycosizcosdycosiz, (62)
a
all — - ) R
g n?+2 (_;25107 4n 20 z(nzj)
st A Te—eos 5 2 e (63)

+ Ay[cos Az +cykl.] + Ay[cos Az cos Ay + cykl.]
+Ajcos Az cosdy coshz.
[Das positive Vorzeichen in (62) rithrt davon her,

daf} der Koordinatenursprung in ein negatives Ion
gelegt ist!] Zur Abkiirzung sind folgende Bezeich-
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nungen eingefiihrt:

z=2:; B=g=at 2 (7_7,2,> [e.GL (48)!];
it
1 3 (n2—1
/,r(,_zn]/a1 (;2;2) (64)
und weiterhin:  A,=n>%¢*/6a,
- Ate
_ n2+2 e*rg 2 .
Ai=4=n e [(lr.ﬁ/smldt
Aty
i /tssmtdt—l— (/.ro)/ﬂ—l dtJ
(170)5 i
e ir,y2
A—gmit2 eng 2 [ 65
. 6n° T |(Ar, 12)? 152
AraV2 0o
1
S +(hry V2 }
(ry V23 ol )/
0 irey2
§109 ArgV3
_garmt2en| 2
A3-4‘n 6 nt T (/:"01/3)2.
AreV3
1
i A 3 |
(iroV3)5/ +(r°V)/ }
0 ireV3

Beim sechsten und siebenten Glied des Hamivron-
Operators (51) ersetzen wir in Analogie zu Gl. (56)
und mit derselben Begriindung die Summation durch
eine ,,glatte” Integration:

N
t — RP) " — %)

12 ( m(0)|3/]w|2 ‘H“”la (66)
o [y (R)|2
~4n = dT,

= (x —‘R() 72
T [/‘W(r)l I *779‘(0”3 Y} (67)
50
@) 2w )2 4,7 427

z4<?l/
]r r/l

Auch diese Mittelungen miissen bei hoheren Ge-
nauigkeitsanspriichen vermieden werden, und bei
der Integration iiber den :i-Raum der Integrand mit
der O-Funktion (53 a) bzw. deren Approximation
(58 a) multipliziert werden.

Setzt man die Ausdriicke (57), (62), (63). (66)
und (67) in die Gl. (51) ein, so entsteht ein Hamir-
tox-Operator, der keine Summationen uber die Git-
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terpunkte mehr enthalt:

2 2
Ho)~- 1 p— 2

— A, [cos ;l x+ cykl. ]

T T Tt
+ Ay cos —xcos—ycos—z
a a a

— A, [cos L cos— y + cykl. ]

—A3[00s2—'x o8 =% ycosz—z] (68)
a a a
_825—" |‘lIJ( l d7’
en? [r—1|
2 e—n? [ () I2W )2 ”
+e 28n2/ = dd’ de
+Q" ()
. / on2+2 13 9
mit Q' (W) = QW) — 22 " da . (69)

Die starken Vereinfachungen gegeniiber (51) sind
natiirlich mit einer Minderung der Genauigkeit erkauft.
Gleichwohl enthilt der Ausdruck (68) alle typischen
Eigenschaften, die vom Einelektronen-Hamiuton-Opera-
tor des F-Zentrums bei statischer Elektron—Gitter-Kopp-
lung zu erwarten sind: Ein von der Gitterliicke herriih-
rendes modifiziertes CouLoms-Potential, Glieder mit der
Translationssymmetrie des Kristalls und schlieBlich zwei
von der statischen Elektron—Gitter-Kopplung herriih-
rende ,,self-consistent“-Glieder.

Die Herleitung der Gl. (68) enthilt jedoch noch eine
Inkonsequenz, auf die wir kurz eingehen miissen. Wenn
man fiir die elektrischen Punktladungen des Gitters die
Verteilungsfunktion (58 b) — als Approximation der
O-Funktion (53b) — einfiihrt und damit ein gitter-
periodisches Glied in der Gestalt des dritten Gliedes
von Gl. (68) erhilt, so mufl man verniinftigerweise auch
der gar nicht real existenten positiven Punktladung am
Ort der Liicke eine entsprechende Ladungsverteilung zu-
gestehen, so daf} das resultierende Potential im Zentrum
der Liicke keinen Pol, sondern einen endlichen Wert
hat. Insgesamt ergibt sich dann im Stérzentrum gar
kein Potentialminimum, sondern ein Maximum auf etwa
halber Hohe zwischen den umliegenden Extrema. Diese
Konsequenz ist indessen nur wichtig als Hinweis fiir die
Wahl der Wellenfunktion, die der physikalischen An-
schauung gemél so zu erfolgen hat, dall sie vorziiglich
in den Potentialminima, also gerade im Zentrum wenig
lokalisiert ist. Bei einer nach solchem Grundsatz ge-
wihlten Wellenfunktion wird der genaue Potentialver-
lauf in unmittelbarer Nihe des Zentrums ziemlich ir-
relevant, so dal man die angeschriebene Form des zwei-
ten Gliedes in Gl. (68) beibehalten kann.

§ 7. Der Grundzustand des F-Zentrums

Mit der expliziten Formulierung des Hamirron-
Operators in der Gestalt (51) bzw. in der hier als
Néherung akzeptierten Gestalt (68) kann nun die
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Zielaufgabe dieser Untersuchung angegangen wer-
den: Die Bestimmung der Wellenfunktion und des
Energieerwartungswertes fiir den Grundzustand des
F-Zentrums.

Stiitzt man sich hierbei auf das Minimalprinzip
(48) der Quantenmechanik in der Form eines direk-
ten Variationsverfahrens, so mufl die Funktional-
form der Wellenfunktion jedenfalls so gewahlt sein,
daf} sie nicht infolge zu geringer Anpassung die
gitterperiodischen Glieder des Hamirton-Operators
stark unterdriickt. Dies schliet rein kugelsymmetri-
sche Ansdtze aus. Immerhin bleibt fiir die Wahl des
Ansatzes noch ein ziemlich weiter Spielraum. Bei-
spielsweise konnte man v als Linearkombination
von s-Funktionen aufbauen, die um die nichsten
6 Nachbarn des Storzentrums lokalisiert sind. Ein
solcher Ansatz wire fiir den Hamirron-Operator in
der Gestalt (51) sehr giinstig, jedoch wiirde der er-
forderliche Rechenaufwand den Rahmen dieser Un-
tersuchung iberziehen.

Ein Ansatz, der einer Approximation der ¢-Funk-
tionen durch Potenzen von Cosinusfunktionen ad-
dquat ist, besteht in der multiplikativen Uberlage-
rung einer Radialfunktion R(r), die fiir die Lokali-
sierung um das Zentrum sorgt, mit einer abgebro-
chenen Fourier-Reihe mit endlich vielen Gliedern:

w=R(r) Z cv exp{i I 1} (70)

mit kg”,kg;’),k;”):%, v=0,*1, +2,...,
wobei die Koeffizienten ¢, sich aus dem Minimal-
prinzip ergeben und R(r) noch von Parametern ab-
hdngen mag, die ebenfalls aus dem Variationspro-
blem bestimmt werden konnen. Man kann auch ein
System von fest gewahlten Radialfunktionen Ry (r)
wihlen, und die Wellenfunktion als Linearkombina-
tion von Ausdriicken der Art (70) ansetzen.

Wir wollen auch hier wiederum den einfachst
moglichen Ansatz wihlen. Im Hinblick auf die aus
dem zweiten und dritten Glied von Gl. (68) resultie-
rende Potentialverteilung setzen wir:

-a _ L i &
py=Ne ’(l cosarcosaycosaz). (71)

Dieser Ansatz nimmt wenig Riicksicht auf die wei-
teren gitterperiodischen Glieder, deren Einflul des-
halb abgeschwicht wird. Wir setzen zur Abkiirzung
kiinftig: y =2 a und #/a=u. 7 ist der zu bestim-
mende Variationsparameter.

Die Integrale, die mit dem Ansatz (71) bei der
Bildung des Erwartungswertes auftreten, konnen alle
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mit Hilfe der Cosinustransformation:
f(z) =fo(z) cos & z—

, ’ 72
8(5)=3[go(6+&) +go(6—£)] G
auf das Grundintegral
+ o0

1

g (&1, 0) _—_/}fe " cos&x cosnycoszdr
4

= BT E (72

zuriickgefiihrt werden. Die Herleitung der Formel
(73) findet man in dem mathematischen Anhang.
Durch Beriicksichtigung von Gl. (72) folgt aus (73)

in elementarer Weise:

+ o0

/%6_7" cos& zcoséxcosy ycosny (74)
.cosl zcoslzde =%Zg0(§'i§,n'in,§'i§)

Py

und

+ o
/%e"’cos§"xcos§'xcos§xcos77"y...cos&'z

—o (75)

l 44 ’ 7 ’ 44 4
cdv =g Y go(§"EELE, kg kg, [T,

Py,

wobei die Summation iiber alle 8 bzw. 64 Permuta-
tionen zu erstrecken ist, die sich durch Vertauschung
der Vorzeichen in dem Tripel &£ &, 5 £y, {'£(
bzw.indem Tripel §" £ &'+ & 4" £/ £9, "2+
ergeben.

Weiterhin kann man mit Gl. (73) sehr leicht die
folgende Formel verifizieren:

+ o0

Zn= /r"_l e 7" cosExcosny coslzdr

s (76)
_ n ang .
=(-1) 78;'} mit n=>0
und insbesondere
+ o0
g1(&n,0) =/e_7’cos§zcosnycos§z dr
— o0 (76 a)
_ 8my
D+ + 02

Mit den Gln. (73) bis (76) konnen die einzelnen
Glieder des mit Gl. (71) und (68) gebildeten Er-
wartungswertes leicht angegeben werden.

Zuvor wollen wir jedoch noch die beiden ,,self-
consistent“-Glieder [7. und 8. Glied in (68)!], die
man bei der Bildung des Erwartungswertes zu einem
einzigen Integral zusammenfassen kann, verein-
fachen. Wir haben bei der Reduzierung des Hamir-
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ToN-Operators zu der Gestalt (68) in den beiden
»self-consistent“-Gliedern die Gitterperiodizitit her-
ausgemittelt, so daB} es sinnvoll erscheint, bei der
Integration iiber den Ortsraum des Elektrons auch
die Periodizitdt der Wellenfunktion herauszumitteln

425

und fiir das Doppelintegral die normierte ,,geglat-
tete“ Wellenfunktion |yo[>= (81) "1y3 e™7" zu be-
niitzen, womit sich dann ergibt:

//I‘Po(r)lz|Wo(r")|2d dt”=zﬂ}/.

(77)

Damit erhéilt man fiir den HamiLron-Operator nach einiger elementarer Rechnung:

H(yp) =+ {l y +3n2a2N2[ g/ (7, m, ) + %Zgl'(nin,nin,nin)“
Py

___Nz 2| 4
| a2

+A0N2a4{g1 (72, 72, 1)
—3A1N2a4{g1'(2n,0,0)

—3A2N2a4

—A; N2 a4} g,/ (27 cykl.) —

E—n 5
2 8( e n)2 7 Q m(O))
4n

—_—, etc.;
[(? @)2+3 2?]

mit g0 (7, 7, 71) =

und der Normierung fiir die Wellenfunktion (71):

N2 = 2 2 (s iy ) +

Die Minimalbedingung fiir den etwas umfénglichen
Ausdruck (78) ist die Bestimmungsgleichung des
Variationsparameters y. Die Bestimmung von y muf}
numerisch durchgefiihrt werden.

Fihrt man die Zahlenrechnung am speziellen Bei-
spiel des KBr durch, so ergibt sich:

047 . H(y) = —1,5eV+Q' (R
(81)

ya=087; a=

mit a=3,293-10"8 cm.

Der gefundene Wert von — 1,5 €V fiir den Grund-
zustand des F-Zentrums bei KBr liegt sicherlich we-
gen dem einfachen Ansatz (71) fiir die Wellenfunk-
tion zu hoch. Doch liegt er wahrscheinlich nicht weit
vom tatsdchlichen Niveau entfernt. Die ungefdhre
Lage dieses Niveaus kann man nimlich aus dem Ex-
periment erschlieen. Aus der kontinuumstheoreti-
schen Berechnung ergibt sich fir KBr der Wert 11
—2,02 eV, doch ist dieser Wert unsicher, da er
empfindlich von der effektiven Masse des Elektrons

1 ’
~;g1 (nt2mcykl.) + od

1 p—
5 2t p pkp, nt p)
P,

—2g) (n, m, ) + lZgo'(niyt cykl.)}
Zgl (nt 7 cykl.) + —Z g/ (ntntmcykl. )}

Zgl (27,7220, 0) + Zgl (ntat2n,atnto, 7‘[+7‘l+0)]

Pu

gl'(2n,2n,0) —ZZgl (nX2a,ax2n, 7%0)
Py

‘"(ntnt2a,atat2a atato)
64 &1
P‘I

Z g/ (ntnt2acykl)
Pl‘

(78)

’ _ 8ny
& (7, 7w, ) = (Gt m’ etc. (79)
(80)

abhingt, die ihrerseits aus der experimentell gemes-
senen Lage des Absorptionsmaximums, also aus der
Differenz zweier F-Zentren-Niveaus, denen man
eigentlich gar nicht dieselbe effektive Elektronen-
masse zuordnen darf, bestimmt wurde. Fiir den 2p-
Zustand ohne Gitteranregung erhilt man dabei
—0,6 €V. Da aber schon bei der Temperatur 100 °K
die Quantenausbeute der thermischen Photoleitfihig-
keit praktisch den Wert Eins hat, liegt der Wert
—0,6 eV zu tief, und damit auch der Wert — 2,02
eV fir das Grundniveau.

Um die genaue Lage des Grundniveaus zu berech-
nen, mufl man fiir die Wellenfunktion einen anpas-
sungsfiahigeren Ansatz gemafl Gl. (70) machen und
auflerdem mufl man bei der Eliminierung der Git-
tersummen fiir die 6-Funktionen (53 a, b) genauere
Approximationen als die Gln. (58 a, b) wihlen, bzw.
direkt vom Hawmivron-Operator in der Gestalt (51)
ausgehen. Auf diesem Wege fortfahrend kann man

11 Sjehe II, Tab. 1.
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die Genauigkeitsforderungen sukzessive steigern,
zundchst im Hamiiron-Operator fiir die beiden
Ionensorten verschiedene Polarisierbarkeiten ein-
fihren, und spiter — jeweils dem gewollten Rechen-
aufwand gemall — die Verfeinerungen in die Theo-
rie einbauen, die im Laufe dieser Untersuchung of-
fengelassen wurden.

Mathematischer Anhang
1. Herleitung der Integralformel (60)

Wir beniitzen die folgenden Substitutionen:
E=psind cosy, n=psind siny, {=p cosd,
. . : (Ay)
z=r sin¥ cos@, y=rsin® sin®, z=r cos ¥

und machen die Umformung
cos&zcosny=2Lcos[rosin?sindcos(p—vy)] (Ap)

+ 1 cos[r o sin ¥ sin J cos (¢ + ) ].
Dann kann man die Integration iiber ¢ durchfiihren:
22

/cos[r@sin ¥ sin 0 cos (@ + )] do
0 9

(4s)

=f cos[r o sin ¥ sin 0 cos ¢] dg
0

und nach Rysuik und Grapstex 10 (S.164) kann man
das Integral sofort anschreiben:

=2aJy(rosin?sind) . (Ay)
Auch die Integration iiber ¥ ist wohlbekannt 12 (Bd. II,
S.361):

]]0 (r osin d sin ) cos(r o cos O cos ¥) sin ¥ dJ  (A;)
i

_ g sinor

=2 ———@ .
Mithin ergibt sich schlielich:

Ts
//fr"cosfzcosnycos‘gzdzdydz (Ag)
Ty ors
= %—3— /z"“ sint dt,
ory

womit Gl. (60) hergeleitet ist.
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2. Herleitung der Integralformeln (59) und (73)

Man benétigt dazu aufeinanderfolgend die drei
Fourier-Cosinustransformationen 2 (Bd. I, pp. 16, 56,
49) :

f(@) = (@*+a®) " exp[—a(z*+a?) "],

Rea,a> 0 g(§) —Ko[a(@+&97] . 7
fy) =Ko[B(y*+ 0], Ref,b>0—
g0 =3 O +) exp[—b(+p7)], A9
f(@)=e77%, Rey>0—>g(0)=y(+»*) 7" (Ay)
Damit erhélt man:
+ oo
///;1— e ""cos&xcosnycosl zdxdydz (Ayo)

oo

=8 [ [ Ko[ (477" (y2+2)"] cos 7y cos L z dy dz
0
=422+ 8+0) 7" [exp[—z (1 +E+77)]
0
__ Am
P&+
Dies ist die Formel (73). Gl. (59) ergibt sich hieraus,
indem man y =0 setzt.

ccosfzdz=
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